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摘要：本文对模糊集理论中已有的各种类型的模糊熵进行了综述，简要介绍了近几年人们在模糊熵领域的研究进展和已经取得

的新成果。文中以De Luca和Termini的模糊熵为主线，聚焦于几种典型的DeLuca-Termini类型的模糊熵，对它们的特征性质

做一系统介绍，重点突显构造模糊熵的基本原理和基本方法；同时阐明许多离散模糊熵在由 Sugeno积分或Choquet积分定义的

模糊熵的框架下得到了统一。本文还呈现了由模糊积分定义的模糊熵的几个新的性质，并且进一步探讨了关于模糊熵的结构

理论的研究。
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Abstract: In this paper a brief overview of various types of fuzzy entropy existing in fuzzy set theory was 

provided, and the research progress and new achievements in the field of fuzzy entropy in recent years were 

briefly introduced. With De Luca and Termini' s fuzzy entropy as the main thread, several typical DeLuca-

Termini types of fuzzy entropy was focused on. A systematic introduction was given to their characteristic 

properties, highlighting the basic principles and methods of constructing fuzzy entropy. At the same time, it 

was explained that many discrete fuzzy entropies were unified under the framework of fuzzy entropy defined 

by Sugeno integral or Choquet integral. Several new properties of fuzzy entropy defined by integrals were 

also included in this paper, as well as further thoughts on the structural theory of fuzzy entropy. 
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1 引言

1965 年，札德（Zadeh L A）教授引入了模糊集合

的概念[1]。在经典集合论中，一个集合指的是具有某

种属性的对象的全体，集合所表达的概念的外延是明

确的。从集合论的观点讲，一个概念的外延就是一个
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集合。所以，通常的集合也称为分明集。但有许多的

概念，它们没有明确的外延，这种外延不清晰的不确

定性我们称之为模糊性。为了处理这类概念的模糊

性，札德引入了隶属函数的概念，定义了模糊集合，得

到了定量研究模糊概念的有效方法。由此建立的模

糊集合论成为模糊系统理论的重要基础。

模糊集是实现定量刻画模糊性对象的概念，不同

的模糊性对象的模糊程度是有差别的，即不同的模糊

集的模糊性程度是不一样的。当人们在处理模糊概

念与模糊信息时，需要用定量的方法去刻画模糊集的

模糊性，用数量值来表示模糊集所带有的模糊信息量

的多少。模糊信息的模糊性的度量是模糊信息理论

中最重要的课题之一。这个量化方法称为模糊信息

熵方法，所刻画的模糊信息量的值称为模糊集的熵。

模糊信息熵方法已成为模糊信息理论的重要基础。

模糊集的熵在信息科学、计算机科学、人工智能和大

数据、工程领域和社会科学领域已得到了广泛应用，

现已成为研究和处理模糊信息和由模糊性引起的不

确定性现象的有效的数学方法。

在经典信息论中 , 香农（Shannon C E）以经典概

率测度和数理统计方法为理论依据，系统讨论了通信

的基本问题，严格定义了信息的度量，用于表示信息

论中信息随机不确定性的信息量的大小，这个度量称

为香农熵（Shannon entropy）[2]。一个离散随机变量

x = ( )a1, a2, …, an 的香农熵定义为

HS( )x = -∑k = 1

n pk ln pk （1）

其中，x的概率分布为  p = ( )p1, p2, …, pn 。

在模糊集理论中，模糊熵（fuzzy entropy）这个术

语是札德在 1968 年首次提出的。在文献[3]中，札德

定义了有限论域上的一个模糊子集对应于一个概率

分布的模糊熵，其所定义的模糊集的熵可诠释为香

农熵（见式（1））的一种加权平均值（权重为模糊子集

所取的值）。此处，Zadeh 没有阐明这个熵的物理意

义以及这个熵是否能作为模糊集的模糊性的一个度

量。实际上，札德定义的模糊熵在有些场合显现出

了不合理性（见文献[4]）。随后，1972 年 De Luca 和

Termini 在文献[5]中利用香农熵函数给出了有限论

域上一类模糊集的熵的定义，称为 DeLuca-Termini

模糊熵。尽管这个定义在形式上类似于香农熵定义

的方式，但是，它完全不同于香农熵，而是在模糊集

理论的框架下的一种不依赖于概率的熵。不仅如

此，De Luca 和 Termini 定义的模糊熵满足符合人们

直观要求的四个条件（它们都不依赖于概率）。他们

提议了这四个条件应作为构造模糊集的熵的基本要

求，否则，在很多场合将会显现出不合理的结果。因

此，这四个条件现已被人们普遍接受，成为构造模糊

熵的公理性条件。满足这四个公理性条件的模糊熵

称为 DeLuca-Termini 类型的模糊熵。目前为止，人

们构造的模糊熵都遵循了 De Luca 和 Termini 的四个

公理性条件，已成为构造模糊熵的基本准则。跟随

De Luca 和 Termini 的研究，人们定义了各种不同的

DeLuca-Termini 类型的模糊熵。以下是一些典型的

结果。

在有限论域上，Yager（见文献[6-7]）定义了基于

Minkowski距离的模糊集的熵，其特点是将模糊性与

命题及其否定之间缺乏区别联系起来，给出了模糊集

的模糊性度量；Bhandari 和 Pal[8]沿着经典信息论的

Renyi熵（见定义式（9））的路线定义了模糊集的  q-阶

模糊熵，揭示了这个熵与DeLuca-Termini模糊熵的关

系；Emptoz [9]和Ebanks[10]利用  N-函数给出了构造DT-

类型的模糊熵的一般方法，使得先前人们定义的许多

模糊熵成为这类模糊熵的特殊情况；在文献[11]中， 

Trillas E 和 Riera T 考虑了一类基于某种代数运算系

统的模糊熵，将最大-最小模糊熵等基于不同运算结

构的模糊熵纳入到了一个统一的框架下。

对无限论域（连续论域）上的情形Knopfmacher [12]

利用经典的勒贝格积分和N-函数, 定义了连续域上模

糊集的熵，将离散的 ( )+ - ⋅ -模糊熵延拓到了连续域

上，且通过取不同的 N-函数，得到了各种不同的模糊

熵；Batle和Trillas[13]利用Sugeno积分定义了一类新的

模糊熵，把 Trillas和 Riera 引入的最大-最小熵推广到

论域是无穷的情形；类似 Sugeno积分的情形，可以定

义由 Choquet积分确定的模糊熵。在此基础上，我们

呈现了由 Sugeno 积分定义的模糊熵和 Choquet 积分

定义的模糊熵的几个新的性质以及Sugeno-熵和Cho‐

quet-熵之间的联系。

除以上简述的一些典型 DeLuca-Termini 类型的

模糊熵外, 还有许多各种不同的模糊熵，这些结果散

见于大量的文献，因此将不一一赘述，可参见文献[14-

24]等。特别指出， Aggarwal M 近两年在模糊熵的研

究上取得了许多最新成果[25-28]：利用概率和隶属度之

间的共性特征，研究了概率熵（香农熵）和模糊熵的统

一表征框架，给出了常见类型的模糊熵的变体形

式[25]；引入了模糊值，将其定义为元素对应的隶属度

与 0.5的绝对差的函数，得到了基于模糊值的香农熵、
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Pal和 Pal熵等模糊变体[26]；为解决移动通讯中代理人

在确定隶属度时态度所产生的影响的问题， 提出了基

于感知隶属度的模糊熵函数[27]。此外，在直觉模糊集

的熵和区间值模糊集的熵方面也有最新的研究结果

（参见文献[29-32]）。 

以上论及的是模糊集的模糊性度量问题。在模

糊信息理论中，还有另一方面的模糊性度量问题，即

模糊测度的模糊信息度量和两个模糊测度之间的散

度问题。由于模糊测度失去了经典测度所拥有的可

加性，对应的积分失去了线性性，因此，较经典概率的

散度问题的研究相比，给论证带来了许多难度。这方

面的研究近几年已取得许多进展和研究成果, 可参见

文献[33-40]。除此之外，近两年在模糊动态系统的熵

及其应用等方面国内外学者开展了许多研究，得到了

许多新的结果（可参见文献[41-44]）。

从以上陈述中可以看出，模糊熵的概念虽起源于

早年（1968年），但目前对它的研究，无论是在理论上

还是应用方面都很活跃，吸引了国内外众多学者投入

到了这一领域的研究，近几年取得了大量的新的研究

结果。

鉴于以上对模糊熵的一些陈述，我们认为有必

要对现有的各种不同的模糊熵以及最新的研究成果

做一简要而不失系统性和完整性的一个综述，旨在

对模糊集的熵的概念、构造原理、特征性质和体现的

数学方法做一个梳理，捋出一条主线，勾画出一个框

架，使得人们对模糊熵有一个整体的认识。本文将

以 De Luca 和 Termini 的模糊熵为主线，聚焦于各种

DeLuca-Termini 类 型 的 模 糊 熵 的 概 念 ，对 各 种

DeLuca-Termini类型的模糊熵做一归纳和整理，在这

一过程中体现模糊熵的构造方法和结构特征。正像

在文中将要看到的，De Luca 和 Termini 提出的构造

模糊熵的四个要求成为构造模糊熵的基本原理，起

了主导作用，而构造模糊熵采用的技术手段则是 N-

函数所起的“中介”角色。本文中列入的经典集合、

模糊集合、模糊测度、模糊积分和 Choquet 积分的基

本概念和基本方法是学习和研究模糊信息度量的最

基本和最重要的知识，为对模糊熵感兴趣的读者提

供了一个了解和学习模糊熵的简捷路径。本文中还

包含了我们在积分定义的模糊熵方面取得的新的研

究结果以及我们对于模糊熵的结构理论研究的进一

步思考。

本文中，Ω 表示一个非空集合（论域），P ( )Ω  表示

 Ω 的幂集（即  Ω 的所有子集组成的集合类）。A 表示

由  Ω 的某些子集组成的  σ-代数（或称  σ-域，事件域）。

二元序偶( )Ω, A 称为一个可测空间，A 中的元素称为

 A-可测集（简称可测集），A 中可测集也称为事件。分

别记  ℝ1 = ( )-∞,+∞ ,ℝ 1
+ = [ 0,∞ )，ℝ̄ 1

+ = [ ]0, ∞ ，I = [ ]0, 1 。

ℝn表示 n 维欧氏空间，（ℝn,  ( )ℝn ）表示博雷尔可测空

间（  ( )ℝn 是包含 ℝn 中所有开集的最小的 σ-代数），       

 ( )ℝn 中的元素称为ℝn上的博雷尔集。( )ℝn, L 表示勒

贝格可测空间，其中  L 表示  ℝn上勒贝格可测集的全体

构成的  σ-代数。

以上概念和记号可参见文献[45]。

2 模糊集及基本性质

本节简要介绍经典集合的基本性质和模糊集合

的基本概念及基本运算，文中将不加说明地直接使用

经典集合论和模糊集合论中的一些概念和记号 （可参

见文献[1, 3, 45]）。

2.1 经典集合与特征函数

在普通集合论（也称经典集合论）中，集合是最基

本最重要的概念之一。所谓集合是指具有某种属性

的个体事物的全体。每个个体事物被称为集合的元

素。这种属性所表达的概念应该是清晰的、界限分明

的。集合的每个元素对于集合的隶属关系也是明确

的，非此即彼。因此，这种隶属关系是一个二元逻辑

关系。

定义1. 设  A 是  Ω 的子集，A ⊆ Ω。以下函数：

χΑ( )ω =
ì
í
î

ïï1,     若ω ∈ A

0,     若ω ∉ A

称为  A(在  Ω 上)的特征函数。

论域  Ω 上的所有子集与  Ω 上所有的二值函数 

φ ( )ω  ( )φ ( )Ω = { }0, 1  之间建立了一个一一对应关系。

因此，二值函数  χΑ( )ω  完全刻画了集合  A，即  A =

{ } ω: χΑ( )ω = 1, ω ∈ Ω 。集合的并、交、余等运算对应

了它们的特征函数的相应运算。譬如，对任何的

A, Β ∈ Ω ，A ∪ Β 的征函数可由  A 的特征函数和  Β 

的特征函数的运算得到：

χA ∪ Β( )ω = max { } χΑ( )ω , χΒ( )ω ,  ∀ ω ∈ Ω

2.2 模糊集合的基本概念及其运算

一个普通集合所表达的概念是清晰的、界限分明

的（因此，普通集合也称为分明集合）。但在人们的思

3
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维中还有着许多模糊的概念，例如“年轻人”、“高个

子”、“天很冷”等等，这些概念所描述的对象属性不能

简单地用“是”或“否”来回答。这些概念的外延是不

清晰的、界限不分明，因而对象对集合的隶属关系也

不是明确的，并不是“非此即彼”的。因此，这些概念

的个体对象对集合的隶属关系不能用二元逻辑关系

来刻画。 事实上，经典集合描述的“非此即彼”的清晰

现象，在模糊概念的情形中常以中介过渡的形式出

现，表现为“亦此亦彼”的模糊现象。1965 年，札德

（Zadeh L A）教授引入了模糊集合的概念[1]，创立了一

种描述和处理模糊性现象的方法，由此建立的模糊集

合论成为模糊系统理论的重要基础。

以下回顾札德意义下的模糊集的定义（可参见文

献[1, 3]）。

定义 2.论域  Ω 上的一个模糊子集  A （简称模糊

集）是由以下映射确定的：

μΑ: Ω → [ ]0, 1

映射  μΑ 称为  A 的隶属函数，μΑ( )ω  称为  ω 对  A 的隶

属度。

一个模糊集是由它的隶属函数确定的，因此，通

常模糊集与它的隶属函数不加区别。模糊子集  A 的

隶属度有两个极端情形：隶属度为1的点，认为这个点

完全属于  A；隶属度为 0 的点，认为该点不属于  A 。

其它情形都属于“中间过渡”状态。由于任何一个普

通集合  A ∈ Ω 是由它的特征函数  χΑ: Ω → { }0, 1  唯

一确定的，ω 取值只有两种可能，对  ω ∈ Α ，有

 χΑ( )ω = 1，可以认为  ω 对于  A 的隶属度为 1 (ω 完全

属于  A)，对  Ω 中的  ω ∉ Α ，有  χΑ( )ω =0，由此可以认

为  ω 对于  A 的隶属度为 0。因此，普通集合是特殊

的模糊集合，模糊集合的概念是普通集合概念的延

拓，普通集合没有一般模糊集合所呈现的“中间过渡”

状态。此外，普通集合也称为分明集合（crisp set）。

论域  Ω 上的模糊集通常用大写字母  A、B、C、⋯
等表示，有时为了与分明集合区别，也用  A͂、B͂、C͂、⋯
等来表示。我们用记号  F ( )Ω  表示  Ω 上所有模糊子

集组成的集合类。明显地，关系式  P ( )Ω ⊆ F ( )Ω 成立。

模糊集  A 也表示为  A = { }( )ω, μA( )ω : ω ∈ Ω 。

当  Ω = { ω1, ω2,…, ωn } (Ω 是有限论域)时， A 也

表示为以下形式：

A = { }( ) ω i, μA( )ω i : i = 1, 2, …, n

或

A = { }( ) ω1, μA( )ω1 , ( )ω2, μA( )ω2 , …, ( )ωn, μA( )ωn

模糊集的运算是通过隶属函数间的关系确定的。

设 A, B ∈ F ( )Ω ，定义包含关系和相等关系如下：

1）A 包含于  B，记作  A ⊆ B，如果  μA( )ω ≤ μB( )ω , 

∀ ω ∈ Ω；

2）A 与 B 相等，记作  A = B，如果  μA( )ω = μB( )ω , 

∀ ω ∈ Ω。

符号  V 和  Λ 将分别表示最大运算和最小运算

(即逻辑和与逻辑乘)，即对任意  x, y ∈ ℝ1，

x ∨ y = max { x, y } , x ∧ y = min { x, y }

模糊集的并、交、余运算以及积运算定义如下：A 与

 B 的并记作  A ∪ B，A与B的交记作A ∩ B, A的余记作

Ā, A与  B 的积记作A∙B，它们的隶属函数分别定义为：

1） μA ∪ B( )ω = μA( )ω ∨ μB( )ω
2） μA ∩ B( )ω = μA( )ω ∧ μB( )ω
3） μ Ā( )ω = 1 - μA( )ω
4） μA∙B( )ω = μA( )ω ∙μB( )ω
模糊集合的并、交、余运算保留了经典集合的许

多性质，如交换律、结合律、分配律等，但与经典集合

相比有一些根本性的区别。对于一般的模糊集，排中

律不再成立，即：

A ∪ Ā ≠ Ω, A ∩ Ā ≠ ∅,

这说明模糊集不再有“非此即彼”的特性，这是模

糊集与分明集的本质区别。

可以定义两个模糊集之间的距离，比如，对任意

A, B ∈ F ( )Ω ，定义

d ( )r ( )A, B = é
ë

ù
û∑i = 1

n || μA( )xi - μB( )xi

r
1
r ( )r ≥ 1 （2）

称为模糊集的 Minkowski距离。特别地，d ( )1  和 d ( )2 分

别称为模糊集的 Hamming距离和欧几里得距离。模

糊集的 Hamming距离在信号处理、图像处理、信息论

与编码理论等领域中都有广泛应用。

在  F ( )Ω  上的模糊集之间引入一种关系“-≺ sv
”，称

为明朗化关系（sharpened relation）（参见文献[5]）。设

C, C * ∈ F ( )Ω ，若 μC( )ω ≥ 1
2，则有 μC *( )ω ≥ μC( )ω ，若

μC( )x ≤ 1
2，则有 μC *( )x ≤ μC( )x ，那么称 C * 是 C 的明朗

化，记作C' *

-≺ sv
C'。这个关系“-≺ sv

”称为F ( )Ω 上的明朗

化关系，它是F ( )Ω 上的一个偏序关系。模糊集C *和

 C 的这个关系  C *

-≺ sv
C 可解释为模糊集  C * 比模糊集  C 

“更分明”。

有关模糊集的更多内容可参见文献[1, 3, 46]。
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3 模糊测度与积分

3.1 经典测度和概率测度

测度是数学中一个重要的概念，它是区间长度和

矩形面积概念的延拓，在数学的各个领域中都有重要

应用。

定义 3. 设 ( )Ω, A 是一个可测空间，m: A → ℝ̄ 1
+

是定义在 σ-代数A上的一个集合函数。如果 m 满足

以下性质：

1）m ( )∅ = 0；

2）(σ-可加性）对任意互不相交的序列{ An } ⊂ A, 

即Ai ∩ Aj = ∅ ( )i ≠ j ，下式成立：

m ( )⋃∞
n = 1

An =∑
n = 1

∞

m ( )An

那么  m 称为一个  σ-可加测度（也称为可数可加测

度），简称测度。三元组  ( )Ω, A, m  称为测度空间。

特别地，定义在（ℝn,  ( )ℝn ）上的测度称为博雷尔

测度，定义在勒贝格可测空间  ( )ℝn, L  上的测度称为

勒贝格测度。

测度与积分是密不可分的，由  σ-可加测度诱导的

积分称为勒贝格类型的积分，它是现代数学中最重要

最常用的一类线性积分。

设  P 是  ( )Ω, A  上的一个  σ-可加测度，如果对任

何 A ∈ A，满足 0 ≤ P ( )A ≤ 1且  P ( )Ω = 1，则称  P 是

定义在  ( )Ω, A  上的概率测度，( )Ω, A, P  称为概率测

度空间，P ( )A  称为事件  A 的概率。概率测度  P 具有

单调性、有限可加性、下连续性和上连续性。

3.2 模糊测度的定义和基本性质

下面给出模糊测度与两类非线性积分的定义以

及基本性质。

定义 4. 设  λ: A → [ ]0, 1  是一个集合函数。如果

 λ 满足以下性质(FM1)和(FM2)：

(FM1) λ ( )∅ = 0且 λ ( )Ω = 1 ;

(FM2）对  ∀A, B ∈ A, A ⊂ B，有  λ ( )A ≤ λ ( )B ，(单

调性)

那么  λ 称为定义在可测空间  ( )Ω, A  上的一个模糊

测度，三元组  ( )Ω, A, λ  称为模糊测度空间。

用  M 表示可测空间  ( )Ω, A  上的所有模糊测度

组成的集合。

在许多文献中，模糊测度也被称为溶度（capac‐

ity）、单调测度（monotone measure）、非可加测度（non-

additive measure）和非经典概率（non-classical prob‐

ability）等。

从定义 3和 4得知，概率测度是特殊的模糊测度。

模糊测度是经典概率测度的延拓，模糊测度只保留了

单调性，失去了经典概率赖以生存的可加性。

如果一个模糊测度  λ 具有上连续性和下连续性，

则称  λ 是连续的。

3.3 模糊积分与Choquet积分

经典测度论中基于  σ-可加测度（或概率测度）的

勒贝格积分是线性积分。因为模糊测度不要求有可

加性，因此，基于模糊测度的各类积分一般不具有线

性性，这类积分称为非线性积分。以下介绍模糊测度

理论中最重要的两类非线性积分，Sugeno积分（也称

为模糊积分）和Choquet积分（参见文献[47-50]）。

设  f : Ω → ℝ1，如果对任意的  a ≥ 0，都有 { f ≥
a } ≜ { ω ∈ Ω: f ( )ω ≥ a } ∈ A，则称  f 为定义在  Ω 上

的实值可测函数，简称可测函数。F +表示定义在  Ω 

上的所有非负可测函数组成的集合。

给定模糊测度  λ ∈ M，可测函数  f ∈ F + 在  Ω 上

关于  λ 的Sugeno积分定义为

∫
​

Su

f  dλ = sup
t ∈ [ 0,∞ )

{ }t ∧ λ ( ){ f ≥ t } （3）

其中， { f ≥ t } = { ω ∈ Ω: f ( )ω ≥ t } , t ∈ [ 0, ∞ )。

可测函数  f ∈ F +  在  Ω 上关于  λ 的 Choquet 积

分定义为

∫
​

Ch

f  dλ = ∫
0

∞

λ ( ){ f ≥ t }  dt （4）

其中， { f ≥ t } = { ω ∈  Ω : f ( )ω ≥ t } , t ∈ [ 0, ∞ )，上式

右边的积分为勒贝格积分。

当  Ω = { ω1, ω2, …, ωn }（即  Ω 是有限论域）时，

假定  A = P ( )Ω ，则定义在  Ω 上的可测函数可以看

成是一个 n维实向量，因此，F + = ℝ n
+ 。在此情形下，

以上两类积分有以下特殊的表达形式。

设  x = { x1, x2, ..., xn } ∈ ℝ n
+ ( = F +)（不 妨 假 定

 x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn }）。对应于模糊测度  λ 的离散 Sug‐

eno积分和Choquet积分可分别表示为

∫
​

Su

x  dv = ∨ i = 1

n [ ]xi ∧ λ ( )Ai （5）

和

∫
​

Ch

x  dv =∑i = 1

n xi [ ]λ ( )Ai - λ ( )Ai + 1 （6）
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其中， Ai = { xi, xi + 1, …, xn } 和  An + 1 = ∅。

Sugeno 积分和 Choquet 积分都是基于模糊测度

的非线性积分，Sugeno 积分与一对逻辑和与逻辑乘

 ( )V - Λ  运算相联系，而 Choquet 积分则联系到通常

的算术运算。这两类积分是模糊系统理论中最常见

和最重要的非线性积分。当考虑的模糊测度为  σ-可

加测度时，Choquet积分退化为经典的勒贝格积分，因

此，Choquet 积分是经典勒贝格积分的推广。注意，

Sugeno 积分不是经典勒贝格积分的推广，即使在  σ-

可加测度的条件下，Sugeno积分一般也没有线性性。

有关模糊测度和以上两类积分的基本性质可参

见文献[47-50]。

近两年我们在 Sugeno 积分和 Choquet 积分的收

敛性方面得到了新的结果，分别证明了Sugeno积分和

Choquet 积分的广义测度收敛定理和控制收敛定理，

使得先前人们得到的相应结果成为我们结果的特例。

我们研究了模糊测度的广义次可加性，证明了 Cho‐

quet积分与其它非线性积分的关系。特别地，对凸积

分做了深入研究，证明了凸积分的切比雪夫不等式， 

闵可夫斯基不等式以及凸积分与Choquet积分等价的

充要条件等，参见文献[51-54]。这些结果将被用于积

分定义的模糊熵的研究中。

4 模糊信息的度量

在经典信息论中，香农熵是一个基本而重要的概

念，它是由香农（Shannon C E）在 1948 年提出的[2]，用

于量化信息的不确定性。以下回顾这个重要的概念。

设 x 是 Ω 上 的 一 个 离 散 型 随 机 变 量 ，x =

( )a1, a2, …, an ，它的概率分布为  p = ( )p1, p2, …, pn 。x

的香农熵定义为

HS( )x = -∑k = 1

n pk ln pk （7）

设  p 是连续随机变量  X 的概率密度函数，X 的

熵定义为

HS( )X = -∫p ( )ω ln p ( )ω dω （8）

也称为微分熵，或相对熵。

在文献[55]里，Renyi 引入了另一类概率分布的

熵，它比香农熵要弱，定义如下：

H ( )α
R ( )p =

1
1 - α∑k = 1

n log2 pk
α, α > 0, α ≠ 1 （9）

这个熵被称为概率分布  p 的  α 阶熵。α 阶的

Renyi熵和香农熵有以下关系：

lim
α → 1

 H ( )α
R = -∑k = 1

n pk log2 pk = HS （10）

因此，香农熵也称为概率分布的一阶熵，记作

H ( )1
S ( )p 。

4.1 Zadeh模糊熵

在文献[3]中，Zadeh首次引入了模糊事件和模糊

集的熵的概念。设（ℝn,  ( )ℝn , P）是概率测度空间。

ℝn 上的一个模糊集 A 称为一个模糊事件，如果  A 的

隶属函数  μA: ℝn → [ ]0, 1  是博雷尔可测的，即对

 ∀ α ≥ 0，都有：

Aα ≜ { }x ∈ ℝn: μA( )x ≤ α ∈   ( )ℝn

Aα 称为模糊集  A 的  α-水平截集。对每个  α ≥ 0,  Aα 

是分明集。由模糊事件的定义可知，所谓一个模糊事

件  A 指 的 是 其 隶 属 函 数  μA 为 概 率 测 度 空 间           

（ℝn,  ( )ℝn , P）上的随机变量。

设  A ∈  ( )ℝn ，在经典概率论中，A 的概率可表示为：

P ( )A = ∫
ℝn

χA ( )x dP =   ( )A

这里  χA 是分明集  A 的特征函数，  ( )A 是  A 的数学

期望。

对应以上结果，一个模糊事件  A 的概率定义为：

P ( )A = ∫
ℝn

μA ( )x dP

其中，积分为勒贝格-斯蒂杰斯积分。于是，一个模糊

事件  A 的概率是它的隶属函数的数学期望。类似

地，可以定义一个模糊事件  A 关于一个概率测度  P 

的均值和方差等[3]。

在文献[3]中 Zadeh 定义了有限论域上的模糊集

关 于 概 率 分 布 的 熵 。 设  A 是 有 限 论 域  Ω =

{ ω1, ω2, …, ωn }上的模糊事件，A 的概率分布  P =

( )p1, p2, …, pn ，模糊集  A 的熵定义为

H ( )p
Z ( )A = -∑i = 1

n μA ( )ω i  pi log pi （11）

这个熵称为Zadeh熵。需要注意的是公式（7）表示

的是一个概率分布的熵，而公式（11）提供了与一个模糊

事件相联系的概率分布的熵。即使对于一个分明集  A ，

Zadeh熵也不能退化到香农熵。因此，式（11）呈现的Zadeh

熵不是香农熵的延拓。Zadeh熵  H ( )p
Z ( )A 可以诠释为与

模糊事件  A 相联系的不确定性。从数学式（11）表现的

形式看，Zadeh熵是对香农熵的每一项赋予了一个权重

 wi( )= μA( )ω i  后的加权和，赋予的权向量是 W =

( )μA( )ω1 , μA( )ω2 , …, μA( )ωn ，所以，人们认为Zadeh熵是

一种加权香农熵。
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4.2 非概率性的模糊熵公理

为了量化模糊信息的不确定性，1972 年 De Luca 

and Termini[5]首次提出了构造模糊熵函数应满足的四

个条件，给出了不依赖于概率的模糊熵的公理性

定义。

定义 5. 设  E: F ( )Ω → ℝ 1
+ 是一个泛函。如果  E 

满足以下四个条件：

( )E1   E ( )A = 0当且仅当  μA( )x = 0或者1，∀ω ∈ Ω； 

(明晰性)

( )E2   E ( )A ≥ E ( )B , ∀B ∈ F ( )Ω 当且仅当 μA( )x  

=
1
2

, ∀ω ∈ Ω ; (最大性)

( )E3  对 任 意  A, A* ∈ F ( )Ω ，若 A*

-≺ sv
A，则

 E ( )A* ≤ E ( )A ； (明朗性)

( )E4   E ( )A = E ( )Ā , ∀A ∈ F ( ) Ω 。(对称性)

那么  E 称为定义在  F ( )Ω 上的一个模糊熵，E ( )A  称

为模糊集  A 的熵。

注意，以上定义中的四个条件 ( )E1 - ( )E4 是构造

模糊熵应满足的基本要求。否则，定义的模糊熵在许

多场合会出现不合理的结果(参见文献[4])。因此，

( )E1 - ( )E4 作为构造模糊熵的一组公理已得到人们广

泛的认可，被称为模糊熵的 DT-公理。基于 DT-公理

定义的模糊熵(即满足条件 ( )E1 - ( )E4 的模糊熵)称为

 DT-类型的模糊熵。

当人们根据不同要求定义不同形式的模糊熵时，

除了 ( )E1 - ( )E4 条件外，有时还需要附加其它性质(作

为公理之一)，比如以下条件：

( )E5  对任何  A,B ∈ F ( )Ω ，有

E ( )A + E ( )B = E ( )A ∪ B + E ( )A ∩ B （12）

4.3 有限论域上的模糊熵

在本小节中，本文始终假定  Ω 是有限论域，记

 Ω = { ω1, ω2, …,ωn }。首先回顾有限论域  Ω 上 De 

Luca- Termini 意义下的模糊熵。由香农熵构造的启

发，De Lucs和Termini(参见文献[5])引入了F ( )Ω  上

的香农类型的泛函：

H ( )A = -∑i = 1

n μA ( )ω i ln  μA( )ω i , ∀A ∈ F ( )Ω    （13）

但是，如此的泛函  H 不满足模糊熵公理中的条件

( )E4   （即对称性）。进一步，他们引入了以下泛函：

EDT( )A = H ( )A + H ( )Ā , ∀A ∈ F ( )Ω （14）

即

EDT( )A = -∑i = 1

n [ μA( )ω i ln μA( )ω i   

                ]+  ( )1 - μA( )ω i ln ( )1 - μA( )ω i （15）

如此定义的泛函  EDT 满足模糊熵公理中的全部

条件 ( )E1 - ( )E4 。因此，EDT 是定义在  F ( )Ω 上的模

糊熵，从而EDT( )A 是模糊集A的熵，称  EDT 是DeLuca- 

Termini 模糊熵，简称  DT-模糊熵。从定义式 (15)可

知，DT-熵的定义完全独立于概率，因此也说它是对数

形式的非概率熵。

此外 ，DT- 熵满足公理 ( )E5 的性质 ：对任意

 A,B ∈ F ( )X ，以下关系式成立：

EDT( )μA + EDT( )μB

         = EDT( )μA ∨ μB + EDT( )μA ∧ μB （16）

以下介绍有限论域  Ω 上几类典型的 DeLuca- 

Termini意义下的模糊熵。

1）Yager模糊熵

Yager[6]利用模糊集的 Minkowski 距离定义了一

类模糊集的熵：对任意  A ∈ F ( )X ,

E ( )q
Y ( )A = 1 -  

1

n
1
q

é
ë
êêêê ù

û
úúúú∑i = 1

n || μA( )ω i - μ Ā( )ω i

q
1
q

（17）

其中， q ≥ 1。这一类型的模糊熵称为Minkowski类型

的模糊熵。特别地，基于Hamming距离的 Yager模糊

熵为：

EY( )A = 1 -
1
n
é
ë

ù
û∑i = 1

n || μA( )ω i - μ Ā( )ω i （18）

也称为Hamming模糊熵。

以上定义的泛函  EY 和  E ( )q
Y  都满足 DT-公理的四

个条件 ( )E1 - ( )E4 ，因此，它们都是  DT-类型的模糊

熵。这个熵的特点是能有效地捕捉到一个模糊集  A 

和它自己的余 Ā 之间的不可区分性，从而给出模糊性

的度量。

2）Bhandari-Pal模糊熵

Bhandari和 Pal[8]沿着Renyi熵的路线定义了模糊

集的  q-阶模糊熵。我们称它为  q-阶的 Bhandari-Pal

模糊熵，定义如下：对  ∀ Α ∈ F ( )X ，

E ( )q
BP ( )A =

1
1 - q∑i = 1

n log é
ë

ù
ûμA( )ω i

q
+ ( )1 - μA( )ω i

q

（19）

其中， q > 0, q ≠ 1。

E ( )q
BP  是  DT-类型的模糊熵(即满足DT-公理的条件

( ( )E1 - ( )E4 )且满足条件( )E5 。

7
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注意关系式（10）刻画了  α 阶的 Renyi 熵与香农

熵的关系，即 limα → 1 H ( )α
R = HS，对于 Bhandari-Pal熵和

 DT-熵有以下关系：limq → 1 E ( )q
BP = EDT。

设  A ∈ F ( )X 且  μA( )ω = 1
2 , ∀ω ∈  Ω，即  A 是  Ω

上“最模糊的”模糊集。容易得到，对任意  q > 0, 

q ≠ 1，都有  E ( )q
BP ( )A =n log 2，这是  E ( )q

BP  的最大值，它不

依赖于q。

3）DT-类型的模糊熵的表示定理

Emptoz在文献[9]中给出了利用满足一定条件的

函数构造 DT-类型的模糊熵的一般方法。Ebanks 进

一步改进和推广了 Emptoz 的结果（参见文献[10]）。

以下介绍这些工作。首先，给出正规函数（也称 N-函

数）的概念[11]，对于构造模糊熵，N-函数扮演了重要

角色。

定义6. 设  φ:[ ]0, 1 → ℝ 1
+ 且满足以下条件：

i）φ ( )0 = φ ( )1 = 0 ;

ii）φ 在  é
ë
êêêê ù

û
úúúú0, 

1
2

 是严格单调增加的；

iii）φ ( )t = φ ( )1 - t ，

那么，则称  φ 是一个 N-函数或规范函数（norm func‐

tion）。

以下两个函数称为香农函数，在模糊熵的讨论中

它们是最典型的N-函数：

h ( )x = -x ln x                                                         

S ( )x = -x ln x - ( )1 - x ln ( )1 - x , x ∈ [ ]0, 1
（20）

（约定(0 log 0 = 0)）。

结合 Emptoz[9]和 Ebanks[10]的结果，可得到以下结

果。该结果可以称为  DT-类型的模糊熵的构造定理，

或称为  DT-类型的模糊熵的表示定理。

定理 1. 设   E: F ( ) Ω → ℝ 1
+ 是一个泛函，那么，

泛函  E 是一个 DT-类型的模糊熵 (即  E 满足 ( )E1 -

( )E4 四个条件)的充分必要条件是存在一个  N-函数  φ:

[ ]0, 1 → ℝ 1
+ 使得  E 有以下形式： 

 Eeb( )A =∑i = 1

n φ ( )μA( )ω i ,    ∀A ∈ F ( )Ω （21）

定理1的重要性在于给出了人们在有限域上构造

模糊熵的一个一般框架。

如果一个模糊熵  E 满足式（21），那么，φ 称为对

应于模糊熵  E 的模糊熵函数，E 称为由  N-函数生成

的模糊熵。这时，E 的最大值为  ∑i = 1

n φ ( )1
2 = n φ ( )1

2 。

明显地，如果  φ 是一个  N-函数，那么 
1
n
φ 也是

一个  N-函数。因此，由  φ 可生成以下的 Emptoz 模

糊熵[9]：

Eem( )A =
1
n∑i = 1

n φ ( )μA( )ω i ,     ∀A ∈ F ( )Ω      （22）

这时，Eem 的最大值为φ ( )1
2 。

根据定理 1，在式（21）中取不同的  N-函数可以得

到不同的模糊熵，以下是几个典型特列：

i）取  φ ( )t = te( )1 - t +( )1 - t et - 1，则  φ 是一个 N-函

数。于是，得到 Pal and Pal 在文献[4]中引入的一类

DT-类型的模糊熵：对任意  A ∈ F ( )X ，定义

EPP( )A =
1

n ( )e - 1
∑i = 1

n é
ëμA( )ω i e( )1 - μA( )ωi

]+  ( )1 - μA( )ω i eμA( )ωi - 1 （23）

这是一类基于指数信息增益函数的模糊熵，它主

要用于在确定一个元素是否应被视为模糊集的成员

的平均难度的指标。EPP 的最大值为EPP ( )1
2  = 1。

ii）取 N- 函 数 分 别 为 φ ( )t = t ( )1 - t 和 φ ( )t =

t ( )1 - t ，对应的模糊熵分别为：

EQ( )A =∑i = 1

n μA ( )ω i ( )1 - μA( )ω i （24）

和 

EB( )A =∑i = 1

n μA( )ω i ( )1 - μA( )ω i （25）

EQ( )A 和 EB( )A 分别称为二次模糊熵 (quadratic 

entropy)和Battacharyya-模糊熵（见文献[9, 10]）。

iii）在 关 系 式（21）中 ，分 别 取  φ ( )t = S ( )t  和

 φ ( )t = 1
1 - q log (tq + (1 - t )q)，则式（21）分别退化到式

（15）和式（19），即分别得到  DT-模糊熵  EDT 和  q阶的

Bhandari- Pal模糊熵  E ( )q
BP。

4）（⨁ - ⨀）运算系统下的模糊熵

这一小节介绍从代数运算系统出发构造模糊熵

的方法。

回到香农熵和Zadeh熵的定义：

HS( )p =∑i = 1

n h ( )pi  和 H ( )p
Z ( )A = -∑i = 1

n wi h ( )pi  （26）

这里  h ( )x = -xIn x, wi = μA( )ω i 。以上两个公式的计

算实际上都是加权和（香农熵的每一项的权重均为

1）。他们涉及了一对算术运算 ( )+ - ⋅ 。因此，可以考

虑更广的一些代数运算系统，如在  ℝ 1
+ 上可定义两种

运算，分别记作⨁和⨀，类似于通常的加法和乘法，这

一对运算满足一定的运算律，如交换律、结合律和分

配律等，还有零元素和单位元等，称⨁为拟加，⨀为拟

乘。这个代数系统记作 ( )⨁ - ⨀ 。比如，模糊集的运

算通常是在 ( )V - Λ  代数系统下进行的，有关代数运

8
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算系统的内容，参见文献[50]。

在文献[11]中，E. Trillas和T. Riera考虑了一类代

数系统，仍记作 ( )⨁ - ⨀ ，称它为 Trillas-Riera 意义下

的代数系统(详细定义见文献[11])。

E.Trillas 和 T. Riera 定义了一类基于 ( )⨁ - ⨀ 运

算系统的模糊熵：对任意  A ∈ F ( )Ω ，定义

E ( )⊕ - ⊙
TR ( )A = ⨁n

i = 1
[ ]ai⊙φ ( )μA( )ω i （27）

其中，φ 是一个 N-函数，ai > 0, i = 1, 2, …, n, 那么

 E ( )⊕ - ⊙
TR 是 DeLuca-Termini意义下的模糊熵。

以下几个运算对 ( )+ - ⋅ 、( )∨ - ∧ 、( )∨ - ⋅  和 ( )+ - ∧  

都属于 Trillas-Riera 意义下的代数系统，根据定义式

(27)，可以得到以下四个DT-类型的模糊熵：

E ( )+ - ⋅
TR ( )A =∑i = 1

n [ ]ai ⋅ φ ( μA( )ω i ) （28）

E ( )∨ - ∧
TR ( )A = ∨ i = 1

n [ ]ai ∧ φ ( )μA( )ω i （29）

E ( )∨ - ⋅
TR ( )A = ∧ i = 1

n [ ]ai ⋅ φ ( )μA( )ω i （30）

E ( )+ - ∧
TR ( )A =∑i = 1

n [ ]ai ∧ φ ( )μA( )ω i （31）

分别称以上四个模糊熵为 ( )+ - ⋅ -熵，( )V - Λ -熵， 

( )V - ⋅ -熵和( )+ -Λ -熵。

4.4 连续论域上的模糊熵

以上几小节是在有限论域上讨论的 DeLuca-

Termini 类型的模糊熵，只考虑了离散空间上的模糊

集。现在将考虑论域  Ω 是无穷集(连续域)的情形。

人们利用经典积分和非线性积分将有限论域上得到

的结果推广到了连续域上。

设( ) Ω, A 是可测空间，A ∈ F ( )Ω 。如果对任意

α ≥ 0，都有  {x ∈ Ω : μA( )ω ≤ α } ∈ A，则称  μA 是  Ω 上

的一个模糊随机变量，也称  A 是  Ω 上的一个模糊事件。

 Ω 上所有的模糊事件所成之集记作  F1( )Ω , Ω 上所有

的模糊随机变量所成之集记作  F +
1 。

1）Knopfmacher模糊熵(勒贝格积分定义的模糊熵)

Knopfmacher[12]首先将离散的 ( )+ - ⋅ -模糊熵（见关

系式（28））延拓到了连续域上。

设  ( )Ω, A, m  是有限测度空间  (m ( )Ω < ∞ )。对

任何  A ∈ F1( )Ω ，定义

EK( )A =
1

m ( ) Ω 
∫φ ( )μA( )ω dm ( )ω （32）

其中，上式右边的积分是经典勒贝格积分，φ 是一个

N-函数。那么 ,EK 是定义在  F1( )Ω  上的泛函且满足 

( )E1 - ( )E4 四个公理条件。所以  EK 是  F1( )Ω  上 De 

Luca-Termini意义下的模糊熵且具有以下性质：

i）EK 满足条件( )E5 ;

ii）EK( )⋅ 在一致距离  ρ 的意义下是  F1( )Ω  上的

连续泛函，这里：

ρ ( )A, B = sup 
ω ∈ Ω

{ }||  μA( )ω - μB( )ω  , ∀A,B ∈ F1( )Ω

在定义式（32）中，分别取  φ ( )t = S ( )t , t ( )1 - t 和

( )t ( )1 - t
1
2

，取  m 为概率测度。作为特殊情况，分别得

到三类模糊熵：对任何  A ∈ F1( )Ω ：

E ( )S ( )A = -∫[ μA( )ω log μA( )ω + 

]( )1 - μA( )ω log ( )1 - μA( )ω dm ( )ω
E ( )Q ( )A = ∫[ ]μA( )ω ( )1 - μA( )ω dm ( )ω （33）

E ( )B ( )A = ∫ μA( )ω ( )1 - μA( )ω dm ( )ω
以上三类模糊熵分别是 DT-模糊熵，二次模糊熵

和Battacharyya-模糊熵的一般形式。

2）Trillas-Riera模糊熵（模糊积分定义的模糊熵）  

为了处理无限论域上最大-最小熵，Sugeno 积分

是一个合适的工具，尽管它缺乏一般性，但在实际应

用中的实用性是充分的。Trillas 和 Riera 在文献[11]

中沿着 De Luca 和 Termini 构造模糊熵的研究路径，

在代数系统的框架下定义了一类基于运算系统的模

糊熵（见关系式（27））），使得最大-最小熵  E ( )∨ - ∧
TR  成

为其特例（见关系式（29））。这个最大-最小熵  E ( )∨ - ∧  
TR

实际上就是在有限论域上由基于离散模糊测度的

Sugeno 积分定义的模糊熵的最初版本(见参考文献

[11])。随后，Batle 和 Trillas[13]利用 Sugeno 积分定义

了一类新的模糊熵，把 Trillas和 Riera 引入的最大-最

小熵推广到论域是无穷的情形。这一结果陈述

如下。

设 ( ) Ω, A, λ  是模糊测度空间，且 λ ( )Ω = 1。泛

函  EBT: F1( )Ω → [ ]0, 1 定义如下：

EBT( )A = ∫
​

Su

φ ( )μA dλ,    ∀A ∈ F1( )Ω （34）

其中，等式右端的积分是Sugeno积分（见定义式（3）），

φ是一个 N-函数。可以验证泛函  EBT 满足 DeLuca- 

Termini 的公理条件 ( )E1 - ( )E5 。因此，EBT 是由 Sug‐

eno 积分定义的 DeLuca-Termini 类型的模糊熵（也参

见文献[56]），称  EBT 是由 Sugeno 积分定义的模糊熵

（简称Sugeno-熵）。进一步结果参见文献[56]。

类似于 Knopfmacher 定义的模糊熵（见定义式

（32）），EBT( )⋅ 在一致距离  ρ 的意义下是  F1( )Ω 上的

9
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连续泛函。

3）Yager 熵（基于积分的 Minkowski 距离定义的

模糊熵）

设 ( ) Ω, A, m 是概率测度空间 (m ( ) Ω = 1)。在

文献[6] Yager 提议了由 Minkowski 距离定义的模糊

熵。对任意的  A ∈ F1( )Ω ，定义

E ( )q
Y ( )A = 1 - é

ë
êêêê ù

û
úúúú∫  || μA( )ω - μ Ā( )ω

q

dλ
1
q

  ( )q ≥ 1    （35）

这是一个 DeLuca-Termini 类型的模糊熵。注意

比较定义式（17）和（35），定义式（17）中定义的熵是式

(35）中由积分定义的模糊熵的离散形式。

4）Choquet积分定义的模糊熵

类似于由模糊积分定义的 Trillas-Riera 模糊熵，

文献[23]中给出了由 Choquet积分定义的模糊熵。设

( )Ω, A, λ  是模糊测度空间，且 λ ( )Ω = 1。

泛函  ECh: F1( )Ω → [ ]0, 1  定义如下：

ECh( )A = ∫
​

Ch

φ ( )μA  dλ,   ∀A ∈ F1( )Ω （36）

其中，等式右端的积分是Choquet积分，φ是一个N-函

数。容易证明泛函  ECh 是DeLuca-Termini类型的模糊

熵且满足条件 ( )E5 。 ECh 称为由 Choquet积分定义的

模糊熵(简称Choquet-熵)。

根据 Sugeno 积分和 Choquet积分的性质(参见文

献[50])，我们可以得到 Sugeno-熵和 Choquet-熵的几

个性质，如下所示：

i）设  λ 是零可加的(即，对于任何的  E,F ∈ A 且

 λ ( )F = 0，必有  λ ( )E ∪ F = λ ( )E )，A,B ∈ F1( )Ω ，如

果  A = B a.e.[ ]λ (即，μA( )ω = μB( )ω  a.e.[ λ ])，则：

ESu( )A = ESu( )B  且 ECh( )A = ECh( )B

ii）设  λ 是 次 可 加 的 ，A,B ∈ F1( )Ω ，如 果

 A∙B = ∅，则：

ECh( )A ∪ B ≤ ECh( )A + ECh( )B

iii）设  ( )Ω, A, λ  是模糊测度空间，λ 是连续的且

λ ( )Ω = 1。设模糊熵  ESu 和  ECh 是同一个 N-函数  φ 

诱导的，φ ( )1
2 ≤ 1。那么，以下不等式成立：

||  ESu( )A - ECh( )A   <
1
4

,    ∀A ∈ F1( )Ω

iv）设 ( )Ω, A, λ  是模糊测度空间，λ 是 0-1 值的，

即  λ:A → { 0, 1 }。那么，以下等式成立：

ESu( )A = ECh( )A ,    ∀A ∈ F1( )Ω

由各类积分定义的模糊熵的收敛性定理是我们

要进一步研究的课题。

5 结论

本文对 De Luca 和 Termini 意义下的各种模糊熵

进行了简要的综述，其中包含了我们在由积分定义

的模糊熵方面取得的几个新成果（见 4.4(4) Choquet

积分定义的模糊熵）。需要注意：首先，定义 5 中 De 

Luca 和 Termini 提议的四个条件 ( )E1 - ( )E4 是构造

模糊熵应遵循的基本准则；其次，利用 N-函数（见定

义 6）构造模糊熵是有效的技术手段, N-函数和公理

( )E1 - ( )E4 有密切的对应关系（见定理 1）；再次，本

文呈现的大部分模糊熵都可以纳入到积分定义的

模糊熵的框架下。如，定义式（15）、定义式（18）、定

义式（19）、定义式（21）-（25）中定义的模糊熵都是

基于算术运算系统 ( )+ -  ⋅ 的离散模糊熵（即定义式

（28）里确定的模糊熵）， 它们都是定义式（32）由离

散空间上勒贝格积分确定的 Knopfmacher 模糊熵的

特殊情况。定义式（29）里确定的最大 - 最小熵

 E ( )∨ - ∧
TR  则是由 Sugeno 积分确定的模糊熵  EBT 的离散

形式（见定义式（34））。

Shilkret 积分是一类基于 ( )∨ - ⋅ 运算的非线性积

分，见文献[48, 57]。类似于 Sugeno积分的情形，可以

由 Shilkret积分定义一类模糊熵  ESh，那么定义式（30）

确定的熵  E ( )∨ - ⋅
TR 则是模糊熵  ESh 的离散形式。另一方

面， 由于Choquet积分是比勒贝格积分更广的一类积

分，当模糊测度为可数可加测度时，Choquet积分与勒

贝格积分一致。由此可知，式（36）定义的Choquet-熵

是定义式（32）里确定的Knopfmacher模糊熵的更一般

的形式。于是，以上论及的基于算术运算系统 ( )+ -  ⋅
的离散模糊熵都被纳入到了由Choquet积分定义的模

糊熵的统一框架下。这些结果启示人们需要进一步

开展模糊熵的结构理论的研究。
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